Correction exercice |

a) A l'aide du théoréme de Bézout, démontrons que : Vn € Z, PGCD 2n+ 1;3n+1) =1
Posonsx =2n+1ety=2n+3 avecn € Z,

On a: 3x—2y = | donc d’apres le théoréme de Bézout, x et y sont premiers entre eux.
b) Démontrons que 137 est un nombre premier

En effet, 137 = 11,704. 137 n’est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus 13%2 > 137 .
Donc 137 est un nombre premier

c¢) Pour décomposer 4872 en produit de facteurs premiers on utilise la décomposition pratique ci-dessous
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On obtient : 4872 = 2° x3 x 7 x 29

d) Puisque 5 n’est pas un multiple de 3, alors I'équation : 6y — 3x = 5 n’admet pas de solution. Par consequent
S=1{}

Puisque 3 est un multiple de 3, alors I'équation : (6y — 3x = 3) admet des solutions .

6y —3x=3=2>2x—x=1ex=2y-1=2>x=-1[2]x=2k—-1

En remplagant X par sa valeur dans I'équation : 2x —x = 1,ona:y =k

S ={2k-Lk)}

e) En déduit de ce qui précéde, les solutions dans ZZ, de I'équation :

(6y —3x—4)(6y —3x+4)=1

Résoudre I'équation (6y —3x —4) (6y —3x +4) = 1, revient a résoudre les systémes suivants :

6y—3x—4=1 6y —3x—4=—
’ L Spout” ()
6y —3x+4 =1 6y —3x+4=-1
6y—3x=5 6y —3x=3
Soient { v ox (S1)ou { yTox (S2)
6y —3x =3 6y —3x=-5

D’apres les questions précédents, 5 et — 5 ne sont pas des multiples de 3. Par conséquent aucun des deux
systémes n’admet de solution dansZ>.

f) Décomposition en produit de facteurs

«700 = 2%x 5% x 7

« 18375 =3 x3 x5 x 72

Donc

«PPCM (700; 18375) = 2% x 3 x 5% x7% = 73500

«PGCD (700; 18375)=5* x 7= 175



Correction exercice Il

1.8iC; =7etCy=4,alors2 x4+ (—1)x7 =1

Donc, pour mettre un litre d’eau dans la citerne, il suffit d'y mettre deux fois le contenu du seau de capacité C, et
d’en oter le contenu du seau de capacité C;j.

SiC; =6 etCy =4, alors C; et C; ne sont pas premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bézout ou ne peut
pas remplir la citerne avec deux seaux de capacités respectives Ciet C;

2. D’aprés Bézout, le probléme a une solution si et seulement si C; et C;

Sont premiers entre eux.

Correction exercice Il

Détermination des coefficients de Bézout

1) Démontrons, En utilisant I'algorithme d’Euclide, que 54 et 271 sont premiers entre eux.
*Ona:564=271x2+22;PGCD(564;271) =PGCD (271,22)
*Ona:271=22x12+7;PGCD (271;22) =PGCD (22,7)
*Ona:22=7x2+1;PGCD(22;7)=PGCD(7,1)

Les nombres 564 et 271 sont premiers entre eux.

2) En déduisons deux entiers u et v tels que : 564u+271v=1

Utilisons la division euclidienne précédente, de la derniére a la premiére
1=22+7(3)=22+ (271 =22 x12) x (=3) =271 x (—3)+ 22 x 37 =271 x (=3)+ (564 — 271 x 2) x 37
=564 x 37 +271 x (=77)

On peut dont conclure que (u; v) = (37;—=77)

Correction exercice IV

On se propose de résoudre dans 72 I'équation (E) : 34x — 15y =2

1. Résolvons dans Z2 I'équation (E):34x—15y=0;

Soit (X;y) une solution de (E’). on a: 34x = 15y

15 divise 34x et est premier avec 34 ; donc, d’aprés le théoréme de Gauss, 15 divise X.
Il existe un entier relatif k tel que x = 15k.

On en déduit que : y = 34k

Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (15k; 34k) est solution de ( E’).
L'ensemble des solutions de (E') est donc : { (15k; 34k, k € Z}

2. On remarque que: 4x34=136 et 9x15=135 ; donc:34x8-15x18=2.
4 x34=136
9x15=135

On peut prendre : (Xo; yo) = (8; 18)

=34 x8—-15x18=2

3. Soit (x;y) un couple d'entiers relatifs.

Ona:34x— 15y =0 34(x—x0) ~15(y —yo) = 2.

On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (X — Xo; Y — Yo) ou (X; y) est solution de (E').
L'ensemble des solutions de (E) est donc : { (15k + 8; 34k + 18,k € Z}



Correction exercice V
. : o . . x=34p—1
Soit X une solution de (S;), il existe deux entiers relatifs p et q tels que : {
x=15q+1
On en déduit que : 34p — 15q =2
D'aprés I'étude de I'exercice 3, il existe un entier relatif k tel que : (p; q) = (15k + 8; 34k + 18)
Réciproquement, soit k un entier relatif.
Posons : x =34 (15k+8)— 1
x=-1[34
Ona:{ [34]
X =+1[15]
L'ensemble des solutions de (S1) est donc : {510k + 271,k € Z}

A noter qu'on obtient le méme résultat en posant : x = 15 (34k + 18) +1

PGCD(x;y) =12 = ' PGCD(x;y)=1
21 (x;y) :{x 12X' SO x3y)
x+-y =060 y =12y Xty =5
_ x=1 x=2 x=3 x=4
On obtient: { , , { A

y=4""y=3""y=2""y=1
L'ensemble des solutions de (S,) est donc : {(12 ; 48) ; (24 : 36) ; (36 ; 24) ; (48 ; 12)}.

Correction Exercice VI
Soit p un nombre premier.

1) a) Démontrons que pour tout entier 1 strictement compris entre 0 et p, Cli est multiple de p.

ci— P _p D' _p
ona.Cp—i!(p—_i)!—Txm_TxC

ainsi p divise iC} e est premier avec i; donc C, est multiple de p.

T AP S |
-1 soit 1C,, pCp_l

b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a : (a + b)” = aP + bP [p]

1
ona(a+b)’ =aP+ (Y CpalbP’) +bP.
i=1

-1
OrI.)Z1 Cli,aibp_i = 0[p] donc
=
(a+b)° =aP +bP [p]
2. a) Demontrons que Ya € N}, aP = a[p].
Pour tout entier naturel a, considérons la proposition P(a) : a? = a[p]
P(0) est vraie
Soit k un entier naturel
Si P (k) est vraie, on a kP = k [p] or, d’aprés la question précédente, on a (k + 1)’ =kP + 1P [p]
Donc (k+ 1)" = (k — 1) [p] c’est-a-dire que P (k + 1) est vraie
On en déduire que P (a) est vraie pour tout entier a
b) En déduire que pour tout entier naturel a premier avec p, ona : aP ! = 1 [p]
soit a un entier naturel premier avec p.

ona:axaP ! =ax1[p];doncal! =1][p]

Correction exercice VIl



Trouvons dans le systéme décimal un entier ? =???? divisible par 45 et tels que le couple (b; c) soit solution de

Iéquation : x> —y? =24

(b, c) est solution si et seulementsib> —c> =24 = (b+c)(b—c)=24x1=2x12=3x8=4x%x6

+c=24

Cas1){b ¢ = 2b = 25 arejeter
b-—c=1
b+c=28

CasZ){b_C:31 =2b=11
+c=12 =

Cas3){l];_z:2 :{E:Z alors (b,c) =(7,5)
b+tc=6 b=1

Cas3){b_C:4 :>{c=l alors (b,c)=(5,1)

Pour (b,c) =(7,5)onaN =a75d et (b,c) =(5,1),onaN =a51d.

N est divisible par 45 si et seulement s”il est divisible a la fois par 9 et 5
N = 0[5] si et seulement sid = {0; 5}

a750 =0[9] at12=0[9] a+3=0[9]
2510=0[9]  la+6=0[9]  ‘a+6=0[9]
a=6[9] R a=6+9k

a=3[9] a=3+9k

Poury =0ona {

=1 N =1755
Pour y = 5, vous trouverez, pourk =0 = {a = {
a=7 N =7515

Correction exercice VIII

puisse étre exprimée par un nombre entier de métre
Pour cela déterminons-le PGCD(132; 156; 204)
«132=22x3x11

«156=22x3x13

«204 =2>x3x 17

PGCD(132;156;204) = 22x3=12

Sur chaque coté il y'a 12m entre les arbres deux a deux
132

Sur le c6té de 132m le nombre d’arbre est : N| = o = 11 arbres
Sur le coté de 156m le nombre d’arbre est: N, = 115—26 = 13 arbres
Sur le c6té de 204m le nombre d’arbre est : N3 = % = 17 arbres

D’ou le minimum d’arbres que I'on peut planter est de 41.

Correction exercice I1X

Feux rouges : 18 secondes

Feux verts : 45 secondes

Feux blancs : 2min30sec = 2 x 60 + 30 = 150 secondes
Trouvons les instants d’émissions simultanés de feux :

a) Rouge et vert

PPCM(18;45) =9PPCM(2;5) = 9(10) = 90 alors Iz = 90k ???? k € N*

b) Rouge et blanc

a=-3[9]

{aE—6[9]



PPCM(18;150) =3PPCM(6;50) = 3(150) = 450 alors Iz = 450k 2?2?22 N*

c) Vert et blanc

PPCM(45;150) = 15PPCM(3; 10) = 15(30) = 450 alors Ig = 450k ??2?2? N*

d) Rouge ; vert et blanc

PPCM(18;45;150) =3PPCM(6; 15;50) = 3(150) = 450 alors Iz = 450k 2?2?22 N*



